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1. Formule van Taylor.

Is I een open interval en f(x) een daarop (n + 1) maal differen-

tieerbare funktie, dan geldt

. ‘e £(n)
£(x) = £f(a) + & g?) (x = a) +£_§_S.E.l (x —a) ++-—-=-r-l-=-(—a-l (x~a)™ + R;

‘hierbij behoren a en x tot I, terwijl voor R bijvoorbeeld genomen

kan worden

(n + 1)
f(C)'(

R= n + 1

+
X = a)n 1, met ¢ tussen a en x (restterm van Lagrange).
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Het zal blijken dat verschillende bewijsvoeringen dikwijls
resttermen opleveren van uiteenlopende gedaante,
Voor het bewijs van "de" formule van Taylor hebben we de

volgende drie lemma's nodig.-

‘Lemma A. (Theorema van Rolle) Is de funktie f(x) continu op het
gesloten interval [a, b] en differentieerbaar op het open interval
(a, b) en is bovendien f(a) = f(b) = O, dan ligt er tussen a en b

een punt C met de eigenschap
£'(z) = 0.
Bewijs: 1. Is f(x) = 0 op |a, Ql dan is de bewering evident.

2, Is f(x) $ 0 op l%q é]; dan ligt er tussen a en b een
punt z, zodanig dat f(x) in z of maximaal of minimaal
is. Het is duidelijk dat f'(x) in dit punt gelijk is

aan nul,

Lemma B. (generalisatie van lemma A) De funktie f(x) zij op [;, b]
n maal differentieerbaar. Heeft f(x) in a een n-voudig nulpuﬁ%, 7
terwijl tevens f(b) = 0, dan ligt er tussen a en b een punt ¢ met

de eigenschap

#0) () = 0.

Bewijs: volgens lemma A ligt er tussen a en b een punt ;1, zodanig

dat £'(z.) = 0; aangezien f'(a) = 0, ligt er tussen a en Z,s een

1
punt z, zodanig dat f"(;2} = 0,

Zo doorgaande vinden we tussen a en Cn 5 €en punt Cn 1 met de
(n-1) - -

eigenschap £ (z_ .) = 0,

n-1

(nwj)(

Wegens f a) = 0 ligt er tenslotte tussen a en gn nog een punt

1
g, =t met de eigenschap f(n)(;) = 0,

Lemma C. Zijn de funkties f(x) en g(x) continu op [é’ ﬁl en differen=-
tieerbaar op (a, b), dan ligt er tussen a en b een punt r met de

eigenschap

(£(b) = £(a)) : (glb) = gla)) = £'(z) ¢ g'(zc)
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Bewijs: We beschouwen in het (f,g) vlak de kromme (f(x), g(x)).
g-as X = (£(x), glx))

B = (f(b), g(b))

A= (£(a), gla))

f-as
fi&o i
De oppervlakte van de in figuur 1 getekende driehoek AXB is gelijk
aan
f(x) - f(a) g(x) - g(a)
AMx) = 3 ]
f(b) - f(a) g(v) - g(a)

A(x) is continu op |a, ﬁ] en differentieerbaar op (a, b), terwijl
A(a) = A(b) = 0. Volgens lemma A ligt er dus tussen a en b een punt ¢

zodanig dat A'(Z) = 0. Hieruit volgt het gestelde.

Eerste afleiding van de formule van Taylor.

Zij nu de funktie f(x) op [é, El (n+1) maal differentieerbaar.

Definiéren we

P(x) = f(a) + -7 (x = a) + c00 +

dan is a een (n+1)=voudig nulpunt van de funktie f(x)-= P(x); ook

n+]
¢(x) = f(x) = P(x) = c. % (c een constante) heeft in a een

fv(?) f(n)(a) (x - a)P

(n+1)=voudig nulpunt.
Kiezen we c zodanig dat ¢(b) = O (dit kan) dan ligt er volgens

lemma B tussen a en b een punt [ zodanig dat

o) = o,

: (n+1)
met als gevolg c =1 (g)




(n+1)
f(n)( n

en £(b) = £(a) + %Lil (b= a) + oo + £ 2) (b - a) + {F%%(b-a)n*l

Het zal zonder meer duidelijk zijn dat we nu voor elke x uit het
interval | a, é] mogen schrijven

(n+1)
£ (z) (

(n+1)}

; (n)
£(x) = £(a) -k--r(‘i)- (x = a) .04 Sl

n+1

2) X - a) o

(x - a)? +

n!

met T tussen .a en X.

Tweede afleiding van de formule van Taylor.

Onderstel dat f(x) op |a, b| (n+1) maal differentieerbaar is met
continue (n+1)S afgeleide.

Dan geldt volgens de hoofdstelling der integraalrekening

b
£f(b) = f(a) + | f'(x1) dx, =
a
b x1 £1(a)
= f(a) + i ax, [f1(a) + i £"(x,) dx,} = f(a) + 1ga (b - a) +
b x1
+ | dx J f'(x,) dx, = coooceo =
a a
£1(a) () 2 £(8)(4) n
= f(a) + - (b=a) + ~5r— (b=a)® + .00 + T (b=a)” +
b X X X x  (n+1)
+ ] ax, 11»dx2 szx3 j3 cooes JO T (xn+1) x40
a a a a a

Door verandering van de volgorde der integraties leidt men hieruit

de gebruikelijke integraalvorm voor de restterm af.

Derde afleiding van de formule van Taylor.

Onderstel dat f(x) en g(x) op [;, EJ (n+1) maal differentieerbaar
zijn, en definieer:
(n)
9
+ i.%&l (x = a) + co0 + f(?)
1 n.

¢(x, a) = f(x) - {f(a) (x - a)7




¥(x, a) = g(x) - {gla) + 5%§El (x =

(n+1)

9 f

da,

(n+1)

d ng, a) =ﬂ_4§HTiilu(x~~ a)”

a

¢(Xg a) = v(a) (x = a)n

[<]

schouwen we ¢(x, a) en ¥(x, a) als funkties van a, dan kunnen we

lgens lemma C schrijven

{o(x; a) = o(x, x)}-jiiﬂgig-g%Jc ={y (x, a

t T tussen a en X,
n eenvoudige berekening leert dat dan

i (.
f1§a) (X - a) + [N +

[f(x) - {f(a) +

a) + coo +

= [;(x) - {gla) + E%%El (x -

t is een zeer algemene gedaante van de formule van Taylor.

een eenvoudige restterm te verkrijgen, kan men kiezen g(x) = (x-a)” .

De irrationaliteit van T,

n kan rechtstreeks verifiéren dat de funktie'ﬁr sin x

afgeleide 1s van

n =1
- X cos x + & '
n! (n=1)!

n
. dat %7 cos x de afgeleide is van

o

n n-1
X
n

X sin x COS X == it +
ng T—_Ty?f ceooo T

or dit integratie proces voort te zetten, vinden we dat

(a)

(n)
g(a)

n!

Sin X + == + + @0000 + {

) - v(x, x)} E-ELEJ-E%J
’ 9 a c
(n+1)
(x - a)n}]: £ (z) =
(n+1)
(x - a)n}]: g (o).

n+1

n

o

sin x
cos x

sin x
cos X
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x® sin x de (n+1)< afgeleide is van een funktie ®(x) van de ge-

daante
® (x) = P(x) cos x + Q(x) sin x

waarbij P(x) en Q(x) nS graadspolynomen zijn met gehele co&fficienten.

Nu is
+1
o(m) = o(0) +2t0) 5 . . o{2) (o) o, @(“(gi n+1
= 12 000 ng n+1 g
= 9(0) + 2 (0) T+ 00 + Q(n)(o) n ® sin ¢ n+1

met 0 < ¢ < 7,
Onderstel nu dat ™ rationaal is; we kunnen dan schrijven = %
(p en q geheel en > 0), met als gevolg

() = o(0) + 9_:12)-0 2.+ .‘I_’,.(_I.l_)..(.Q_)_ ()% + g sing (P.,,)f"‘+1
q q

! n! q (n+1)! ‘q

o

%o (B) = g"{e(0) + + °§8; (2)R} + t® sin ¢ pn+1
Of q_ q ’q ooo0 ng q } (n+1)g qo

Omdat P(x) een nS graadspolynoom is met gehele coé&fficienten, is

qn¢0§) geheel; verder is het eenvoudig in te zien dat Q(k)(O) voor

k!

k=0, 1, 2, oo , n geheel is, zodat

n_. n+1

'sin T bs)

(n+1)? ° q
ook geheel moet zijn.
Maar

n . n+1 n
O < C sin C p < (P“) o T < 1

(n+1)! ° q = (n+1)3

als n maar voldoende groot gekozen wordt.

Op grond van deze tegenspraak concluderen we dat 7 irrationaal is.




